Optimisation de portefeuille : modélisation
stochastique et optimisation topologique
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On se propose dans cet exposé de présenter 'optimisation de portefeuille
par la modélisation stochastique et 'optimisation topologique, un domaine de
recherche se situant a l'interface des mathématiques, de I'informatique et de la
finance.

Apres un apercu sur les concepts de base et la terminologie, nous présentons
le modele Moyenne-Variance développé par Harry Markowitz au cours des an-
nées 50. Ce modele est caractérisé par la maximisation du rendement espééré et
la minimisation de la variance du rendement ou risque. Un accent est aussi mis
sur des applications pour consolider les acquis.

Nous découvrons ensuite le modele de Black-Scholes considéré comme une
avancée fondamentale en Finance et qui propose une formule d’évaluation d’op-
tions. Il fut publié en 1973 et est donné par une dynamique du sous-jacent
comme mouvement Brownien. Avec sa simplicité d’application, son importante
utilisation par les opérateurs financiers, il permet de calculer la volatilité qui
mesure la variation moyenne dans le temps d’un actif financier et donne donc
une information sur le risque.

Il convient de souligner le lien qui existe entre le calcul d’options et ’équa-
tion de la chaleur. On choisit d’utiliser un schéma implicite aux différences finies
pour obtenir une approximation de la solution de cette équation.

Nous évoquons aussi la notion de gradient topologique qui pour objectif
d’optimiser un domaine |0, A[ dans lequel 1’équation de la chaleur découlant
notamment de 1’équation de Black-Scholes est définie afin de minimiser une
fonctionnelle J associée. Pour cela on se propose de modifier la topologie de
10, A[ en plagant un trou de rayon p en un point z¢ € ]0, A[. Le développement
asymptotique de J permet alors d’évaluer le gradient topologique g(xo) de J
en zg et de construire une famille de points (7, 2y, g(zf)) désignant la frontiere
efficiente, ot g(xf}) est proche de 0 et 7 est le temps.

On dispose enfin de graphes pour comprendre la variation de la valeur d’une
option en fonction du temps et du sous-jacent. Des schémas numériques per-
mettent de mieux interpréter les équations aux dérivées partielles issues des
modeles étudiés.
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