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Un journal Elsevier...
mais un article en accès libre



Le théorème de Furstenberg

On définit :

Diag
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i=0

∞∑
j=0

cijxiy j
)

=

∞∑
i=0

ciiti

Si E(0, 0) = 0 et ∂E
∂y (0, 0) ̸= 0, alors :

f(t) = Diag g où g(x, y) =
y · ∂E

∂y (xy, y)
y −1 · E(xy, y)

Démonstration (pour k = C)

.∮
|y|=ε

y −1 g( t
y , y)dy =

∮
|y|=ε

y ∂E
∂y (t,y)
E(t,y) dy = 2iπ · f(t)
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∮
|y|=ε

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cijtiy j−i−1dy = 2iπ · Diag g
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Théorème de Furstenberg : f(t) = Diag
a(x, y)
b(x, y)

Srf(t) = Sr
(
Diag a(x,y)

b(x,y)

)
= Diag Sr

(
a(x,y)
b(x,y)

)
= Diag

Tr,b(a(x,y))
b(x,y)

avec Tr,b(a(x, y)) = Sr
(
a(x, y)b(x, y)p−1

)
Les Tr,b stabilisent l'espace k[x, y]⩽(n,m)

si n ⩾ degx b et m ⩾ degy b

Les Sr stabilisent l'espace Diag
(

1
b(x,y) · k[x, y]⩽(n,m)

)
si n ⩾ degx b et m ⩾ degy b
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)
si n ⩾ degx b et m ⩾ degy b
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)
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Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée :

le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f

un entier N
Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p

et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue

: O(logp N)



Le contexte

Le problème algorithmique

Entrée : le polynôme bivarié E(t, y)
le début du développement de f
un entier N

Sortie : le coefficient aN de f devant tN

Stratégie

On écrit N = rℓ · · · r1r0p et aN =
(
Srℓ · · · Sr1Sr0f

)
(0)

pℓ+1

On calcule les (matrices des) opérateurs Sr
agissant sur un espace de dimension finie contenant f

Complexité attendue : O(logp N)



Retour sur les démonstrations

Première démonstration (analytique)

+ Espace de confinement explicite Diag 1
b(x,y)k[x, y ]⩽(d−1,h)

+ Espace de confinement de dimension contrôlée

+ Passage par les polynômes bivariés

+ Hypothèses dans le théorème de Furstenberg
E(0, 0) = 0 et ∂E

∂y (0, 0) ̸= 0

Approche exploitée par Bostan, Christol, Dumas (2016)
algorithme en O

(̃
(d+h)5hp + (d+h)2h2 log N

)
Deuxième/troisième démonstration (géométrie algébrique)

+ Espace de confinement délicat à calculer calcul de OL

+ Espace de confinement de dimension contrôlée
par le genre de la courbe via le théorème de Riemann-Roch (Bridy, 2017)

+ Objets exclusivement unidimensionnels
tout vit dans L = k(t)[f ]
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Une variante adaptée à nos besoins :
Confinement explicite et contrôlé

Théorème (BC2D, 2018)

Le k-espace vectoriel formé des quantités
d−1∑
i=0

ai(t)
f(t)i

∂E
∂y (t, f(t))

avec ai(t) ∈ k[t ], deg ai(t) < h

est stable par les Sr

Idées de la démonstration

Sous les hypothèses du théorème de Furstenberg,
l'espace vectoriel de l'énoncé est Diag 1

b(x,y)k[x, y ]⩽(d−1,h)

Sinon on reprend la démonstration
de Furstenberg

... mais, de surcroît :

+ on travaille avec le résidu en f(t)
+ on ≪globalise≫ les Sr agissant sur k[[x, y]]

en les interprétant à l'aide d'opérateurs de Cartier

..
ε

.
f(t)
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Action des opérateurs de section

Sr

(d−1∑
i=0

ai(t)
f(t)i

∂E
∂y (t, f(t))

)
=

d−1∑
i=0

bi(t)
f(t)i

∂E
∂y (t, f(t)) deg bi(t) < h

Système linéaire quasi-Toeplitz de rang de déplacement d

Précalcul

Hypothèse
d, h ≪ p

Calcul des f(t)i
∂E
∂y (t,f(t))

mod tO(dhp) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .O
(̃
d 2hp

)
Inversion du système quasi-Toeplitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O

(̃
d ωh

)
Calcul proprement dit
Évaluation du membre de gauche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . O

(
d 2h2

)
Résolution du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .O

(
d 2h2

)
Coût total O

(̃
d2hp

)
+ O

(
d2h2 log N

)
Bostan, Christol, Dumas O

(̃
D5hp

)
+ O

(
D2h2 log N

)
D = d + h

..Merci .

de votre
.

attention
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